


Aufgabe 1   Verstehen und Begründen durch Bewegen: Lotsummen


�


Zeichne ein gleichseitiges Dreieck. Lege einen Punkt beliebig in das Innere des Dreiecks und miss die Abstände x, y, z zu den Seiten des Dreiecks, siehe Abb. 1.1.�Was kannst du über die Summe x + y + z feststellen? �Welchen Zusammenhang gibt es zu anderen Größen des Dreiecks?


Abb. 1.1





�


Durch Parallelen zu den Dreiecksseiten durch P entstehen Teildreiecke, siehe Abb. 1.2. �Welche Gestalt haben diese Teildreiecke und welche Stellung haben x, y, z in diesen Teildreiecken? Betrachte auch Sonderfälle für die Lage von P.


Abb. 1.2





Ergänze die Figur aus b) so durch eine weitere Parallele, dass an der Spitze des Dreiecks ein weiteres Teildreieck entsteht. �Was kannst du über dieses Dreieck aussagen? Erkläre damit das Ergebnis aus a).�



Aufgabe 2   Auf Invarianzen aufbauen: Die Euler-Gerade


Zeichne ein Dreieck ABC und konstruiere den Umkreismittelpunkt U, den Inkreismittelpunkt I, den Schwerpunkt S und den Höhenschnittpunkt H des Dreiecks. Verstecke anschließend die Konstruktionslinien, siehe Abb. 2.1.


�


Abb. 2.1





Ziehe an den Ecken und beobachte die Zusammenhänge zwischen den vier Punkten. Schreibe deine Beobachtungen auf. 


Konstruiere die Strecke �EINBETTEN Equation.2���. Was kannst du für den Zusammenhang der Punkte I und S mit dieser Strecke beobachten?�Achte auch auf Sonderfälle bei der Gestalt des Dreiecks.


Miß den Abstand von S zu U und S zu H und beobachte was passiert, wenn du an den Ecken des Dreiecks ziehst. �In welchen Fällen liegt die Strecke �EINBETTEN Equation.2��� vollständig im Inneren des Dreiecks ABC? Welche anderen Fälle kannst du noch beobachten? Wie findest du obiges Ergebnis in einem Spezialfall wieder? 


�
Aufgabe 3  Erkenntnisse durch den Zugmodus: Das Problem von Fagnano


Es soll in ein Dreieck ABC ein Dreieck minimalen Umfangs einbeschrieben werden. 


Zeichne ein spitzwinkliges Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C. Konstruiere auf jeder Seite einen Punkt, benenne diese Punkte U, V, W und konstruiere das Drei�eck UVW wie in Figur 3.1. Miß dann die Längen von u = �EINBETTEN Equation.3���, v = �EINBETTEN Equation.3���, w = �EINBETTEN Equation.3���.


�





Figur 3.1





�


Konstruiere unter dem Dreieck eine Gerade durch zwei Punkte und übertrage darauf den Um�fang des Dreiecks UVW (siehe Figur 3.2 ). Färbe die Strecken u, v, w unterschiedlich und verstecke die Trägergerade. Miß die Länge des gesamten abgetragenen Streckenzuges u+v+w.�Ziehe an den Punkten U, V, W und beobachte die Auswirkungen. Ermittle durch Ziehen an U, V, und W in deiner Figur das Dreieck mit dem kürzesten Umfang.








Figur 3.2





Zieht man an A, B oder C, so ist die oben gefundene Lösung nicht mehr optimal. Nun soll eine allgemeine Konstruktion für dies Problem erarbeitet werden.�Spiegele U an BC auf U1 und U an AC auf U2. Der Umfang des Dreiecks UVW ist dann genauso groß wie die Streckensumme �EINBETTEN Equation.3��� + �EINBETTEN Equation.3��� + �EINBETTEN Equation.3���. Siehe Figur 3.3. 


�
Begründe nun: Für gegebenes U erhält man die optimale Lage für V und W als Schnitt der Strecke �EINBETTEN Equation.3��� mit den Seiten des Dreiecks ABC.





�


Figur 3.3





Lösche die vorhandenen Punkte V und W und konstruiere die optimale Lage für V und W wie in c). Jetzt hängt die Lösung des Problems nur noch von U ab. �Konstruiere auch noch die Strecke �EINBETTEN Equation.3���. Siehe Figur 3.4.


�


Figur 3.4





	Ziehe nun an U und ermittle zunächst experimentell die optimale Lage. �	Wie kann man jetzt die gesuchte Lage für U durch Konstruktion ermitteln?�	Führe jetzt diese Konstruktion für U, V und W durch. 





Es gibt noch einen etwas anderen Weg, die Lösung zu finden: In d) hat man einen Idee gefun�den, die optimale Lage für U durch Konstruktion zu ermitteln. Wende diese Idee auch für V und W an.





Miß in der optimalen Lösung die Winkel, die U, V und W mit den Dreiecksseiten bilden. Was stellst du fest?





�
Aufgabe 4   Lösungsideen durch Ortslinien: Wettbewerbsaufgabe


Im Bundeswettbewerb Mathematik 1995, 1. Runde erschien folgende Aufgabe, die hier mit Com�puterunterstützung bearbeitet werden soll:


	In der Ebene liegen eine Gerade g und ein Punkt A außerhalb von g. Der Punkt P 	durchlaufe die Gerade g. Man bestimme die Menge aller Punkte X der Ebene, die 	zusammen mit A und P die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bilden.





�


Konstruiere eine Gerade g, einen Punkt A außerhalb von g und einen Punkt P auf g. Konstruiere den dritten Eckpunkt X eines gleichseitigen Dreiecks APX, siehe Abb. 4.1.





Abb. 4.1 





Bewege P. Welche Ortslinie beschreibt X?


Konstruiere diese Linie und überprüfe, ob sie tatsächlich die vermutete Eigenschaft hat. 





Begründe auf folgenden zwei Wegen, warum diese Ortslinie die in b) erkannte Eigen�schaft haben muss:


Variante A: Spiegele A an g und X an �EINBETTEN Equation.2��� und lasse X und �EINBETTEN Equation.2��� Ortslinien zeichnen. Konstruiere die zu den Ortslinien gehörigen Linien und suche eine geeignete spezielle Lage des Drei�ecks APX, um über die Lage der Linien eine Aussage treffen zu können.


Variante B: Spiegele A an g und verbinde A, X, �EINBETTEN Equation.2��� zu einem Dreieck und bestimme die Schnitt�punkte S1 und S2 mit g, siehe Abb. 4.2. Was kannst du für den Winkel ( �EINBETTEN Equation.2��� aussagen, was hat das für Konsequen�zen für die anderen Winkel des Dreiecks?





�


Abb. 4.2


�
Lösungshinweise


Die folgenden Kommentare können das eigene Erfahren und Erleben mit geeigneter Software nicht ersetzen sondern nur ergänzen. 


Zu jeder Aufgabe gibt es fertige Lösungsfiguren, die mit der beiliegenden Shareware-Version von Euklid geladen und bearbeitet werden können.








Zu Aufgabe 1)


a) Hier bemerkt der Schüler zunächst, daß die Summe der Abstände x + y + z konstant ist. Geht man nun von dieser Erkenntnis aus, (die ja genaugenommen eine Vermutung ist), so ergibt sich durch Betrachten von Sonderfällen und Ausmessen, daß x + y + z = h ist.


b) Durch geeignete Parallelen wird das gleichseitige Dreieck in gleichseitige Teildreiecke zerlegt, in denen die betrachteten Strecken x, y, z jeweils Höhen sind.�Sonderfälle sind beispielsweise: ein Abstand gleich Null; zwei Abstände gleich Null - der dritte ist gleich der Höhe des Ausgangsdreiecks; alle drei Abstände gleich groß.�Da y die Höhe in einem gleichseitigen Teildreieck ist, kann man auch eine zu z parallele Höhe wählen, die genausolang ist wie y. 


Es bleibt noch die Frage, was sich im x enthaltenden Teildreieck ent�decken läßt.


c) Durch eine geeignete Parallele erhält man bei C ein kongruentes Teildreieck, in dem man mit der Höhe wie in b) verfährt. Auf diese Weise kann man aus x, y, z die Höhe h zusammensetzen. 





Ergänzung:


d) Man kann noch die Längen von x, y, z auf der Höhe h abtragen und so schön demonstrieren, wie sich der Anteil von x, y, z an h ändert, wenn man P bewegt.








Zu Aufgabe 2)


b) U, S und H liegen offensichtlich immer auf einer Geraden.


c) S liegt wohl immer zwischen U und H. I liegt auf �EINBETTEN Equation.2���, wenn das Dreieck gleichschenklig ist. U, I, S, H fallen zusammen, wenn das Dreieck gleichseitig ist. 


d) S teilt �EINBETTEN Equation.2��� im Verhältnis 1:2.��EINBETTEN Equation.2��� liegt immer im Inneren des Dreiecks, wenn das Dreieck spitzwinklig ist. Bei stumpfwinkligen Dreiecken liegen sowohl U als auch H immer außerhalb des Dreiecks. �Im Fall rechtwinkliger Dreiecke schneiden sich die Höhen immer in dem Eckpunkt des rechten Winkels und die Mittelsenkrechten immer im Mittelpunkt der Hypotenuse. �EINBETTEN Equation.2��� ist in diesem Fall mit der Seitenhalbierenden identisch, von der bekannt ist, daß sie von S im Verh
