Bézierkurven in der SII

Das geometrische Modellieren (CAGD) ist ein junges Gebiet im Schnittbereich von Mathematik und Informatik. Bézierkurven eignen sich wegen ihrer Einfachheit besonders als  Zugang zum Teilgebiet der verformbaren Kurven und Flächen. 
In Umkehrung zur Kurvendiskussion soll zu einem gedachten Kurvenverlauf eine mathematische Beschreibung gefunden werden. Sie basiert auf wenigen Startpunkten, die in optischem Zusammenhang mit dem Kurvenverlauf stehen und seine kontrollierte Verformung gestatten. Aus den Startpunkten wird dabei durch polynomiale Koeffizienten eine Kurve definiert. Die Koeffizienten ergeben sich aus einem anschaulichen Algorithmus.

Das in der Schule noch unbekannte Thema verbindet im Rahmen der angedeuteten Modellbildung Analysis, Lineare Algebra/Analytische Geometrie und Algorithmik.

Meine Examensarbeit über eine acht Doppelstunden umfassende Unterrichtsreihe in einem LK 12 bildet die Grundlage folgender Kurzbeschreibung. Sie ist (ohne Materialien) unter

http://www.learn-line.nrw.de/Faecher/Mathematik/Geometrie/medfoy/kleifeld.htm im Internet verfügbar.

1. Allgemeines


                                          


                                          Abbildung 1: Die zu mathematisierende Idee
Was eigentlich mathematisch modelliert wird, ist in Abbildung 1 dargestellt, vgl. [1], S. 6. Eine dünne Holzleiste (Straklatte, engl. spline) wird durch Gewichte in die gewünschte Form gebogen und funktionert als eine Art Lineal. Ähnliches soll nun auf dem Computer dargestellt werden.

Um 1960 wurden hierfür von den Ingenieuren deCasteljau bei Citroen und Bézier bei Renault unabhängig voneinander mathematische Modelle entwickelt.

Es ist ein typisches Beispiel für „Computermathematik“: J. Carl F. Haase hatte bereits um 1870 einen ähnlichen Algorithmus zur Kurvenerzeugung im Rahmen der Differentialgeometrie entwickelt; ohne Rechnerunterstützung war er jedoch nicht besonders nützlich.

Für die schulische Umsetzung des Themas habe ich mich bemüht, an Bekanntes anzuknüpfen, weniger um einen fachwissenschaftlichen Aufbau.

Neben der bereichsübergreifenden Modellbildung im LK 12/13 und dem Anwendungsbezug, der den Sinn gelernter Mathematik verdeutlichen kann, scheint mir diese Thematik für zwei Lernziele besonders geeignet zu sein:

Erstens für die sprachliche Darstellung mathematischen Vorgehens, da es sich um einen größeren Problemzusammenhang mit Realitätsbezug handelt, und zweitens für eine positivere Einstellung zum Fach. 

Weiterhin kann - und sollte(!) - verschiedentlich der Computer eingesetzt werden. Ein sehr einfaches mit didaktischen Aspekten versehenes PASCAL-Programm eines Schülers liegt im Internet im Mathe-Treff der Bezirksregierung Düsseldorf 
(www.bezreg-duesseldorf.nrw.de/ schule/ mathe/ material.htm). Mit diesem können Schülerinnen und Schüler leicht experimentell feststellen, was man mit Bézierkurven machen kann.

Es geht hier vornehmlich um Vorschläge der didaktischen Aufbereitung eines Einstiegs, nicht um die Frage, was man alles im Rahmen dieses Themas machen kann.

2. Mögliches Vorgehen im Unterricht
Ich habe die Unterrichtsreihe in die „Motivation“ (1 Doppelstunde), die drei Sequenzen „Geometrische Lösung“(ca.2-3 Doppelstunden), „formale Lösung“ (ca. 2 Doppelstunden) und „Bewertung/ Diskussion“ (ca. 2 Doppelstunden) und eine „Anwendung“ (1 Doppelstunde) unterteilt.


Eine Klausur diente zur (recht erfolgreichen) Lernzielkontrolle, erste Abituraufgaben wird es im Frühjahr 1999 geben.

Ich unterscheide im Folgenden nicht streng zwischen Funktionsgraph und Kurve. Man sollte mit parametrisierten Kurven arbeiten; funktionale Bézierkurven sind nicht schön, da die Lage der Bézierpunkte an feste äquidistante Abszissen gebunden ist.

Eine weitere wichtige Vorbemerkung betrifft die verwendeten mathematischen Räume. Die hier angesprochene Kurventheorie lebt eigentlich im Affinen, die Startpunkte sind Punkte des affinen Raumes. Affine Geometrie wird im Unterricht aber meist gar nicht oder sehr lieblos (und m. E. wenig sinnvoll) behandelt. Zu einer sinnvollen Behandlung gehört eigentlich das Konzept des baryzentrischen Kalküls, mit dessen Hilfe die Bézierkurven übrigens direkt zu Bézier-Dreiecksflächen verallgemeinert werden können. Dies alles würde sich für eine Unterrichtsreihe über Bézierkurven nicht lohnen. Deshalb kann von der bijektiven Zuordnung von Punkten und sog. Ortsvektoren Gebrauch gemacht werden. Dies thematisiere ich im Folgenden nicht weiter, im Zweifelsfall sind Vektoren gemeint, die per Ortsvektoren „visualisiert“ werden können.

Zur MOTIVATION diente zunächst ein Film über Design bei Opel. 

„Was hat dieser Film mit Mathematik zu tun?“ 

Nach Zeichnungen und Plastillin-Modellen werden die Formen einer Autokarosserie - etwa zwecks einer Windkanal-Simulation, die eine interaktive Verformung nahelegt - in den Rechner übertragen.

O-Ton: 
„ Die Karosserie-Plastik wird mit einem speziellen Meßgerät abgetastet. Es übersetzt definierte Koordinaten Punkt für Punkt in Zahlenwerte. Sie sind die Grundlage für CAD, das computerunterstützte Design. ... Die Idee ist als Zeichnung und Modell fixiert. Die Form ist in Zahlen übersetzt.  Zahlen, die zum Beispiel gebraucht werden für die Konstruktionsarbeit, aber auch für die Herstellung der Werkzeuge, die später die Karosserie dieses neuen Automodells formen. Berechnungen mit höchster Genauigkeit sind notwendig für moderne Produktionsanlagen, zum Beispiel automatisierte Fertigungsstraßen.“

Das Finden von Funktionsvorschriften für vorgestellte Kurven ist offensichtlich eine Art „umgekehrte Funktionsdiskussion“.

Man könnte mit Steckbriefaufgaben oder dem Zusammenfügen bekannter Funktionsstücke ansetzen. (Fachlich gesehen leiden die üblichen Interpolationsschemata an Oszillierung und relativ schlechter Verformbarkeit oder aber zu hohem Grad; mehr als Grad 10 gilt in der Industrie nicht als praktikabel.)
Auch nach einigem Probieren ergaben sich kaum bessere Resultate als das Mathe-Ass-Ergebnis in Abb.2. Der Hauptnachteil bekannter Möglichkeiten ist die schwierige „vorhersehbare“ Veränderbarkeit; man müßte die Kurven „verbiegen“ können!
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                Abbildung 2: Vesuch einer naiven Modellierung  mit dem Programm MATHEASS

Zur Entwicklung einer GEOMETRISCHEN LÖSUNG dieses Problems stellt man folgende „Rückwärtsüberlegung“ an: 

Sind von einem parabelähnlichen Kurvenstück Anfangs- und Endpunkt A und C mit Tangentenrichtungen in A und C bekannt und faßt man jeden Kurvenpunkt als Berührpunkt seiner Tangente auf, so ergibt sich das Bild eines „abrollenden Lineals“ (s. Abb.3).

                                         


                                                   Abbildung 3: „abrollendes Lineal“
A, C und der Schnittpunkt B der zugehörigen Tangenten nebst Tangentenrichtungen sind während der gesamten Konstruktion fix. Die Schnittpunkte jeder weiteren Tangente mit den Tangenten an A und C nennen wir Hilfspunkte Hi .  Sie variieren zwar, aber es entstehen immer gleiche Teilverhältnisse t:(1-t) bei den Strecken AH1:H1B, BH2:H2C und H1P:PH2, mit deren Hilfe man die Zeichnung konstruktiv deuten kann: 

Aus A, B und C kann mit Hilfe gleicher Teilverhältnisse die Kurve Punkt für Punkt konstruiert werden! Im Teilverhältnis t : (1-t) unterteilt man zunächst die Strecken AB und BC; so entstehen die zwei Hilfspunkte mit zugehöriger Verbindungsstrecke, die als Tangente aufgefaßt wird. Ihre nochmalige Unterteilung im gleichen Verhältnis liefert einen Punkt, der als Berührpunkt, also als Kurvenpunkt aufgefaßt wird.

Diesen Algorithmus kann man zunächst halbformal aufschreiben und durch folgendes (sehr beliebte) Dreiecksschema darstellen:

A

     t:(1-t)                        H1
B                t:(1-t)                                     P 
   

    t:(1-t)                         H2
C

So kann man also eine Parabel erzeugen. Auf der enaktiven Ebene können arbeitsteilig Folien zu verschiedenen Parameterwerten t([0,1] übereinandergelegt werden.

Eine Programmdemonstration in Einzelschritten (Eingabe einzelner Werte für t) und als Animation verdeutlicht den Algorithmus (teilweise geht das auch mit CABRI GEOMETRE oder EUKLID). Das Bézierprogramm bietet diese Möglichkeit der Eingabe einzelner Parameterwerte und der Animation. Eine Programmbeschreibung ist in Arbeit.


Und nun die entscheidende Frage:

Kann man diese Kurve „verbiegen“?

Durch Ziehen mit der Maus an B erkennt man sehr eindrucksvoll den gewünschten Effekt der kontrollierten Verformung.

Um „wellige“ Kurven zu erzeugen, muß der Algorithmus verallgemeinert werden. Die Verallgemeinerung des geometrischen Konstruktionsalgorithmus ist optisch nichttrivial, da man nicht gleich zur Tagente kommt, sondern einen weiteren Unterteilungsschritt einschieben muß. Die Verallgemeinerung des Verfahrens klappt aber wunderbar mit dem Dreicksschema: es wird einfach um eine „Schrägzeile“ mit den Punkten D, H3, P2 und Q als Kurvenpunkt ergänzt (P wird zu P1) und per Algorithmus geometrisch interpretiert; man erhält „wellige, verformbare 4-Punkte-Kurven“ wie in den Abbildungen 4a-f dargestellt.




      


Abbildung 4a: Erster Unterteilungsschritt t: (1-t)           Abbildung 4b: Zweiter Unterteilungsschritt t:(1-t) 
                        mit Parameter t = 0,3  



      


Abbildung 4c: Dritter Unterteilungsschritt t:(1-t)           Abbildung 4d: Per Animation erzeugte Kurvenpunkte 
                                                                                                             von t=0 bis ca. t = 0,7




      


Abbildung 4e: Das Endergebnis                                     Abbildung 4f: Kontrollierte Verformung durch 

                                                                                                            „Ziehen“ am zweiten Bézierpunkt

Das gesamte Dreiecksschema für n+1 Startpunkte in der linken Spalte setzt sich aus „Elementardreiecken“ der Form


Xi,r-1(t)


                  t:(1-t)            Xi,r(t)


Xi+1,r-1(t) 


zusammen; aus diesen erhält man den 


Algorithmus von deCasteljau:

Gegeben:

   Startpunkte X0,...,Xn im R2 oder R3 

 Für alle t ( [0,1] wiederhole


   Für i=0 bis n

       setze             Xi,0 = Xi
   Für r=1 bis n

     für i=0 bis n-r

  erhalte Xi,r(t) durch Unterteilung der  
    Strecke Xi,r-1(t)Xi,r(t) i.Verhältnis t:(1-t)


 Ergebnis:  

 X0,n(t) ist der zum Parameterwert t 
   gehörige Kurvenpunkt.

Die Startpunkte heißen Bézierpunkte, das durch sie gegebene Polygon heißt Bézierpolygon.                             

Nun hat man einen halbformalen Algorithmus mit geometrischer Interpretation.


Als Abschluß der Sequenz kann ein computergestütztes experimentelles Finden wichtiger Eigenschaften dieser Kurvenart dienen: 

- „Imitation“ (die Startpunkte stellen in „übertriebener“ Form den Kurvenverlauf dar) 

- vorhersehbare Verformbarkeit  

- Endpunktinterpolation (per Konstruktion)
- Die Kurve liegt in der konvexen Hülle der Startpunkte.

- Variationsverminderung: 

   Keine Gerade schneidet die Kurve öfter als sie das Bézierpolygon schneidet.
   (Die Kurve macht keine  „Sperenzchen“.)

Zur FORMALEN LÖSUNG kommt die Analytische Geometrie ins Spiel: 
Man bettet den geometrischen Konstruktionsalgorithmus in den R2 ein. 
Die Streckenunterteilungen sind dann lineare Interpolationen:

    Xi,r(t)  =  (1-t) Xi,r-1(t)  +  t Xi+1,r-1(t)

Mit dieser Zeile erhält man den endgültigen Algorithmus von de Casteljau.

Im „Elementardreieck“ können 1-t und t nun getrennt an die entsprechenden Linien geschrieben werden.

Um eine geschlossene Formel zu erhalten, setzt man im Dreiecksschema rekursiv ein; die Anzahl der Wege von den Bézierpunkten (linke Spalte) zum Kurvenpunkt ganz rechts sind vom Pascalschen Dreieck her bekannt und werden durch die Bernstein-Polynome beschrieben:

Das k-te Bernstein-Polynom vom Grad n   

  ist die Anzahl der „Wege“ im Dreiecksschema (mit n+1 Bézierpunkten) vom k-ten Bézierpunkt Xk bis zum Kurvenpunkt X0,n(t), wenn man k mal „über t“ und (n-k)-mal „über 1-t“ geht. 

Es ergibt sich die Bernstein-Bézier-Darstellung
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wobei Ortsvektoren xk verwendet werden können, um die Einführung affiner Räume zu vermeiden. 
Eine Bézierkurve mit n+1 Bézierpunkten ist also eine polynomiale Kurve vom Grad n.

Diese „geschachtelte lineare Interpolation“ kann man als den „zusammengefaßten Algorithmus“ auffassen; so klangen auch einige Schülerformulierungen.

Die Komplexität und verschiedenartigen Darstellungen machen eine Arbeitsrückschau unumgänglich.

Erfahrungsgemäß ist die Anschaulichkeit des geometrischen Algorithmus sehr hilfreich.

Als Abschluß dieser Sequenz diente ein Schülerreferat über die Entwicklung des geometrischen Modellierens (CAGD) auf der Grundlage eines Aufsatzes von Paul Bézier selbst, 
vgl. [1], S.1-10.

Die Aktualität des Themas fasziniert die Schülerinnen und Schüler - Bézier und de Casteljau sind lebendige Menschen der Gegenwart!

Bei der mathematischen BEWERTUNG/ DISKUSSION kommen lineare Algebra und Analysis zum Tragen, wenn die Eigenschaften der Imitation und der lokalen vorhersehbaren Verformbarkeit begründet werden.


Formt man etwa eine konkrete quadratische Bézierkurve in die zunächst einfacher erscheinende bekannte Monomform um, haben die Koeffizientenvektoren keinen geometrischen Zusammenhang mit dem Kurvenverlauf.

Man kann nun Matrizen zur Basistransformation für Grad 2 und 3 - etwa mit Hilfe von Computeralgebrasystemen wie DERIVE  (auf TI 92) - aufstellen und benutzen.
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        Abbildung 5 : Basistransformation Monome/ Bernstein-Polynome vom Grad 3 mit dem TI 92

Zieht man an einem Bézierpunkt, so verformt sich die Kurve hauptsächlich „in der Nähe“ dieses Punktes.  Woran liegt das eigentlich?

Die Kurve ist als Linearkombination (sogar Konvex- oder Affinkombination) der Bézierpunkte (bzw. ihrer Ortsvektoren) mit den Bernstein-Polynomen als Koeffizienten auffaßbar; eine Funktionsdiskussion der bk,n liefert die Einsicht, dass jedes Bernstein-Polynom über [0,1] genau ein Maximum hat, nämlich bei t=k/n. 

Die Interpretation dieser Zusammenhänge kann das beobachtete Verhalten plausibel machen.
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Abbildung 6: Die Bernstein-Polynome vom Grad 4 über [0,1] mit dem TI 92

Diese Auffassung der Kurve als Linearkombination kann auch als abstrakterer Einstieg in das Thema dienen.

Als Beispiel einer ANWENDUNG kann man z. B. ein Architekturbüro mit CAD-Arbeitsplatz oder ein Design-Studio besuchen; die meisten professionellen CAD-Programme verfügen über eine Funktion „Bézierkurve“. Dort findet man auch oft B-Splines. Sie sind ähnlich, aber etwas komplizierter; dafür ist die Verformung auch wirklich lokal, was letztlich daran liegt, dass es sich um eine stückweise polynomiale Kurve handelt. Auch ein Modellierwettbewerb – etwa mit dem Bézierprogramm - kann eine schöne Abrundung darstellen.

                                     


                                      Abb. 7: Ein Ergebnis des Modellierwettbewerbs

Weiterhin ist das besonders elegante glatte Aneinanderfügen zweier Bézierkurven zu besprechen (es war Klausuraufgabe):
Für die Stetigkeit müssen der letzte Bézierpunkt der ersten Kurve  und der erste Bézierpunkt der zweiten Kurve als Übergangspunkt identisch sein, für Glattheit müssen vorletzter Bézierpunkt der ersten Kurve, der Übergangspunkt und der zweite Bézierpunkt der zweiten Kurve kollinear sein, was mit Ableitungsvektoren (Richtungen) recht elementar begründet werden kann. Es liegt dann ein glatter, aber kein differenzierbarer Übergang im formalen Sinne vor; dabei spielt nämlich die Parametrisierung noch eine Rolle.


     

     


                                     Abbildung 8: Glattes Aneinanderfügen zweier Bézierkurven
Auch die Invarianz des Kurvenschemas unter affinen Abbildungen ist leicht zu behandeln: man braucht nur die Bézierpunkte abzubilden und erst dann die Kurve aus ihnen zu erzeugen; das Ergebnis ist dasselbe, wenn man erst die Kurve erzeugt und dann jeden Kuvenpunkt abbildet. 

Für Ergänzungen und genauere fachliche Beschreibungen verweise ich auf [1].
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