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Nachdem die Geometrie in den vergangenen Jahrzehnten immer mehr von der Algebra zurückgedrängt wurde, gibt es in letzter Zeit einen neuen Aufschwung, nicht zuletzt durch die Möglichkeiten, die der Computer bietet. Ermöglichten die Geometrie-Programme der ersten Stunde zunächst nur, auf dem Bildschirm zu konstruieren wie mit Zirkel, Lineal und Geodreieck, so gibt es seit einigen Jahre eine neue Generation dynamischer Geometrie-Software. Pionier war das Programm CABRI-Géomètre, dann kamen GEOLOG, THALES, Sketchpad, EUKLID. Typisch für diese Art Programme ist, daß man Figu�ren durch Ziehen an Eckpunkten verformen kann und dabei Zusammenhänge zwischen geometrischen Objekten erhalten bleiben. Hat man z. B. in einem Dreieck eine Höhe konstruiert und verformt dann das Dreieck, so ändert sich entsprechend die Lage der Geraden, aber ihre Eigenschaft, Höhe zu sein, bleibt erhalten. Mit derartigen Programmen erhält man viele der elementargeometrischen Sätze als Invarianzaussagen bei stetiger Deformierung. Auch ist es möglich, komplexe Konstruktionen durch sogenannte Makros zu einem einzigen Befehl (z. B. Höhenschnittpunkt) zusammenzufassen.





Oft erhebt sich die Frage, was dann noch von der Mathematik übrig bleibe und wo denn die Beweise blieben. Es ist sicherlich richtig, daß sich das Beweisbedürfnis (der Schüler) ändert. Dies heißt aber nicht, daß Beweise überflüssig werden. Selbst wenn man z.B. als offensichtlich nimmt, daß sich die Höhen in einem Dreieck in einem Punkt schneiden, so gibt es dann sofort auf einer entsprechend höheren Stufe vieles zu begründen und zu schließen. Des weiteren kann man auch gerade mit diesem Arbeits�mittel bestimmte Beweise erarbeiten und visualisieren. 


Ein Beispiel soll im folgenden mit der Untersuchung des Fermat-Punktes vorgestellt werden. Ein ande�res komplexeres Beispiel, das sonst ohne Computereinsatz aus Zeitgründen und Komplexitätsgründen im Unterricht so kaum realisierbar gewesen wäre, ist die Darstellende Geometrie (siehe Artikel von G. Seebach). 





Beide Beispiele sind mit dem Windows-Programm namens EUKLID bearbeitet worden, das in letzter Zeit viel Beachtung gefunden hat. Es ist in seiner Bedienungsführung und inneren Logik ähnlich zum CABRI, aber mit dem Komfort der Windows-Programme. In der neuen Version ist es auch deutlich leistungsfähiger als CABRI. Das Programm ist als Shareware, als lizensierte Einzelversion und zu ei�nem sehr günstigen Preis als Schulversion erhältlich (DM 249,- für alle Rechner der Schule, alle Leh�rer und alle Schüler!).
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Aufgabe  Fermat-Punkt





a) Zeichne ein spitzwinkliges Dreieck ABC und darin einen Punkt P und verbinde P mit den Ecken A, B, C. Miß die Längen dieser Strecken und addiere sie im Rechen�fenster. Variiere nun P solange, bis die Summe � EINBETTEN Equation.2  ��� dieser Strecken minimal geworden ist. Der Punkt, für den diese Abstands�summe minimal ist, heißt Fermat-Punkt und wird mit F benannt. Welche Winkel treten bei F (gerundet) auf? 





b) Man kann diesen Punkt F folgendermaßen konstruieren (Figur 1):





Konstruiere über jeder Seite des Dreiecks ABC nach außen gerichtete gleich�seitige Dreiecke und verbinde deren äußere Ecke mit der gegenüberliegenden Dreiecksecke. Diese Strecken schneiden sich dann in einem Punkt (Überprüfung durch Variieren). Dieser Schnittpunkt heißt Fermat-Punkt F.





Führe diese Konstruktion durch und miß die Winkel ( AFB, ( BFC, ( CFA. Variiere das Dreieck.
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Figur 1





c) Erkläre anhand der Figur 2, (das Dreieck APP’ ist dort gleichseitig):


	Alle drei Verbindungsstrecken sind gleichlang und ihre Länge ist gleich der minimalen Abstands�summe � EINBETTEN Equation.2  ���. 
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Figur 2





d) Bei welchen Dreiecken fällt der Fermat-Punkt F mit einem Eckpunkt des Drei�ecks zusam�men?





e) Kann der in b) konstruierte Punkt auch außerhalb des Dreiecks ABC liegen? Ist er dann noch der Punkt minimaler Abstandssumme?











Lösung:


a) Nach Konstruktion des Dreiecks und der Strecken � EINBETTEN Equation.2  ��� kann man die Streckenlängen mes�sen. Im Rechenfenster können diese Längen dann addiert werden. Der Punkt P wird solange variiert, bis auf diesem Weg (näherungsweise) das Minimum von � EINBETTEN Equation.2  ��� gefunden ist. Messen der Winkel bei P ergibt dann: Die Winkel sind alle ca. 120° groß.
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b) Nach der Konstruktion des Punktes F ergibt das Messen der Winkel bei F, daß sie tatsächlich alle genau 120° groß sind. Dies bleibt auch beim Variieren des Dreiecks erhalten. 
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c) Der Streckenzug BPP’B’ hat eine Länge größer oder gleich der Länge der Strecke � EINBETTEN Equation.2  ���.


Die Dreiecke APC und B1AP’ sind kongruent. Insbesondere haben � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ��� die gleiche Länge und � EINBETTEN Equation.2  ��� und � EINBETTEN Equation.2  ��� die gleiche Länge. 


Der Streckenzug BPP’B1 hat somit die gleiche Länge wie die Abstandssumme � EINBETTEN Equation.2  ���.


Der Streckenzug BPP’B1 wird dann minimal, wenn er mit der Strecke � EINBETTEN Equation.2  ��� zusammenfällt.


Weil der Winkel ( APP’ = 60° groß ist, muß dann der Winkel ( BPA = 120° groß sein. 


Dies gilt für die anderen Winkel bei P entsprechend.





d) Bei Dreiecken mit einem Innenwinkel von 120° fällt der Fermat-Punkt mit dem Eckpunkt an dem 120°-Winkel zusammen. Die Beschränkung auf spitzwinklige Dreiecke kann also erweitert werden, der größte Winkel darf 120° nicht überschreiten.





e) In Dreiecken mit einem Innenwinkel > 120° liegt F außerhalb des Dreiecks und ist dann nicht mehr Punkt mit minimaler Abstandssumme (das ist dann der Eckpunkt mit dem Winkel > 120°).











									Hans-Jürgen Elschenbroich


									Marie Curie Gymnasium


									Jostenallee 51


									41462 Neuss





A





B





C





P





4.35 cm 





3.63 cm 





7.53 cm 











