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Vorbemerkung:





Unsere Welt ist dreidimensional, die Bilder jedoch - insbesondere auf Bildschirmen - sind zweidimensional. Der Umgang mit solchen Bildern setzt somit ein gut entwickeltes räumliches Vorstellungsvermögen voraus. Solche Fähigkeiten spielen wohl deshalb auch eine große Rolle bei Eignungstests wie z.B. den ‘Schlauchfiguren’ beim Medizinertest. In der Schule sollten deshalb Wege aufgezeigt werden, solche Fähigkeiten zu entwickeln, da auch diesbezüglich Jugendliche deutlich lernfähiger sind als Erwachsene. Wie man nun mit modernen Mitteln räumliches Vorstellungsvermögen im Differenzierungsbereich in einem Kombikurs ‘Mathematik-Informatik’ entwickeln kann, soll hier gezeigt werden.


Zentralperspektive Abbildungen liefern oft Bilder, die anschaulich wirken. Der Grund hierfür ist wohl in erster Linie, daß unser Auge auf der Netzhaut in guter Näherung ein zentralperspektives Bild erzeugt: Alle von einem Objekt ausgehenden Lichtstrahlen verlaufen durch die Pupille. Beim Fotoapparat verlaufen die Lichtstrahlen durch die Linse und die mehr oder weniger geöffnete Blende. Wir sind also an zentralperspektive Bilder gewöhnt, und schon früh haben Maler versucht, solche Bilder herzustellen. In vielen frühen Bildern läßt sich mit unseren heutigen Kenntnissen leicht feststellen, daß diesen Künstlern die zugrundeliegenden Gesetzmäßigkeiten noch verborgen waren. Albrecht Dürer gehört wohl zu den ersten, die das Problem des zentralperspektiven Zeichnens mit geeigneten Methoden gelöst haben. Korrekte zentralperspektive Bilder mit Stift und Geodreieck herzustellen, ist auch mit den richtigen Verfahren immer noch mühsam. Hat man es dann geschafft, so liegt ein statisches Bild vor, und eine Variation bedeutet eine Wiederholung der komplizierten Konstruktion. Hier liefern Programme wie ‘Euklid’ neue Möglichkeiten: Wenn das Bild fertig ist, läßt sich durch einfaches Ziehen von Punkten mit der Maus eine Variationsbreite erzielen, die oft zu völlig neuen Einsichten führt. Im folgenden möchte ich nun kurz das Prinzip der Konstruktionen und die Einsatzmöglichkeiten im Unterricht beschreiben. 





Das Prinzip der Konstruktionen für die Zentralperspektive:  





Die Zeichenebene wird in dreifacher Weise interpretiert:


Sie ist erstens die Aufrißebene.


Sie ist zweitens die Grundrißebene. Als solche denken wir sie uns um 90° um die Rißachse aus der Aufrißebene herausgedreht, wenn wir uns die räumliche Ausgangssituation auch räumlich vorstellen wollen. Das abzubildende Objekt ist durch seinen Grund- und Aufriß gegeben. Selbstverständlich liegen nun also Grund- und Aufriß eines jeden Objektpunktes auf jeweils einer Geraden, die zur Rißachse senkrecht verläuft. Dasgleiche gilt auch für die punktförmig gedachte Lichtquelle, von der wir uns das Objekt beleuchtet denken wollen. Auch diese Lichtquelle ist durch ihren Grundriß L’  und Aufriß L’’ gegeben. Wir wollen nun das Bild konstruieren, das diese punktförmige Lichtquelle als Schatten des Objekts auf die Aufrißebene wirft. So erhält die Zeichenebene ihre dritte Rolle als Bildebene für das zentralperspektive Bild.





Die Konstruktion eines Bildpunktes im Falle der Zentralperspektive:





Der Bildpunkt eines Objektpunktes ist folgendermaßen zu konstruieren: 


Der Lichtstrahl von der Lichtquelle L, der durch den Objektpunkt P aus einem ganzen Lichtbündel herausgefiltert schließlich zum gesuchtenSchatten P* von P auf der Aufrißebene führt, wird gesucht. P* ist offenbar der Schnittpunkt der Geraden LP mit der Aufrißebene. LP hat aber einen Grundriß, der von L’ über P’ die Aufrißebene in der Rißachse im Punkt S trifft. Der gesuchte Punkt P* muß also auf einer Senkrechten durch S zur Rißachse liegen. Andererseits schneidet die Gerade LP ihren eigenen Aufriß in ihrem Schnittpunkt mit der Aufrißebene, d.h. der Schnittpunkt P* liegt auch auf dem Aufriß von LP, auf der Geraden L’’P’’ also. Damit sind für den ‘Normalfall’ zwei Geraden konstruierbar, deren Schnittpunkt der gesuchte Bildpunkt P* ist (vgl. Abb. 1 und 2). Selbstverständlich haben solche Punkte des Objekts, die in der zur Aufrißebene parallelen Ebene durch die Lichtquelle L liegen, keine Bildpunkte. Diese Ebene heißt deshalb auch ‘Verschwindungsebene’. 





Zur Konstruktion eines Bildpunktes im Falle der Zentralperspektive:


�


Abbildung 1:









































Das Bild eines Quaders in Zentralperspektive mit einigen Hilfslinien:





� Abbildung 2:





Diese Bildpunktkonstruktion läßt sich nun leicht in einer ‘Blackbox’, einem sogenannten Makro, automatisieren: Anklicken von Grund- und Aufriß des Urbildpunktes und der Lichtquelle sowie der Rißachse sorgen automatisch für die Konstruktion des Bildpunktes ohne störende Hilfslinien. Anschließende Verbindung entsprechender Bildpunkte läßt nun vollends das zentralperspektive Bild entstehen. Je nach Geschmack kann man nun Linien verbergen, stricheln, einfärben etc.. Durch Veränderung von Grund- oder Aufriß des Objekts oder auch der Lichtquelle mit einfachem Ziehen mit der Maus läßt sich nun das Bild in weitem Maße leicht verändern. Das führt zu interessanten Beobachtungen:





Fluchtpunkte:





Bekanntlich schneiden sich die zentralperspektiven Bilder solcher Geraden, die im abzubildenden Objekt parallel, nicht aber zur Bildebene parallel verlaufen, in ihrem sogenannten Fluchtpunkt. Aus der Beobachtung des Abbildungsprozesses ergibt sich die Vermutung, daß dieser Fluchtpunkt der Schnittpunkt desjenigen von L ausgesandten Lichtstrahles mit der Bildebene ist, der zu den betrachteten parallelen Geraden im Objekt wiederum parallel verläuft. Der Grundriß dieses Lichtstrahles läßt sich aber leicht konstruieren: Es handelt sich um die  Gerade durch L’, die parallel zu den Grundrissen der wiederum zueinander parallelen Objektgeraden verläuft. Der Fluchtpunkt liegt nun senkrecht ober- oder unterhalb des Schnittpunktes dieser Geraden mit der Rißgeraden . Der Fluchtpunkt liegt auch auf dem Aufriß des betrachteten Lichtstrahles, d.h. auf der Geraden durch L’’, die parallel zu den Aufrissen der im Objekt parallelen Geraden verläuft (vgl. Abb. 3).


Außerdem liegen die Fluchtpunkte von sämtlichen Parallelenscharen, die ihrerseits zu einer ‘festen Ebene’ parallel sind, auf einer Geraden: Auf der Spurgeraden die die zu der ‘festen Ebene’ parallele Ebene durch das Zentrum L mit der Aufrißebene hat. Handelt es sich bei der ‘festen Ebene’ jedoch um eine zur Aufrißebene parallele, so gibt es natürlich keine solche Spurgerade, und folglich können sich die Bilder paralleler Geraden, die überdies zur Aufrißebene parallel sind, auch in keinem Fluchtpunkt treffen: Die Bilder solcher Geraden sind in der Tat auch parallel.








Zur Illustration von Fluchtpunkten bei zentralperspektiven Abbildungen:





�


Abbildung 3:





Zentralperspektives Bild eines Oktaeders:
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Abbidung 4:











Zentralperspektives Bild eines Dodekaeders:


(Der Grundriß besteht aus zueinander versetzten Fünfecken, der Aufriß wurde versteckt)
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Abbildung 5:





Das Prinzip der Konstruktion im Falle der Parallelperspektive:





Wieder gilt:


Die Zeichenebene wird in dreifacher Weise interpretiert:


Sie ist erstens die Aufrißebene.


Sie ist zweitens die Grundrißebene. Als solche denken wir sie uns um 90° um die Rißachse aus der Aufrißebene herausgedreht, wenn wir uns die räumliche Ausgangssituation auch räumlich vorstellen wollen. Das abzubildende Objekt ist durch seinen Grund- und Aufriß gegeben. Selbstverständlich liegen nun also Grund- und Aufriß eines jeden Objektpunktes auf jeweils einer Geraden, die zur Rißachse senkrecht verläuft.


Nun stellen wir uns jedoch vor, daß parallel einfallendes Licht (etwa von der Sonne) den Schatten des Objekts auf die Aufrißebene wirft. Grund- und Aufriß eines solchen Lichtstrahles müssen diesmal also vorgegeben sein. Sie übernehmen in gewissem Sinne die Rolle von Grund- und Aufriß der punktförmigen Lichtquelle bei der Zentralperspektive. Ansonsten verläuft die Konstruktion der Bildpunkte fast ebenso wie bei der Zentralperspektive (vgl. Abb. 6 und 7).





























Prinzip der Konstruktion des Bildpunktes bei Parallelprojektion:





�


Abbildung 6:


Parallelperspektives Bild eines Oktaeders im Quader mit Grund- und Aufriß:


�


Abbildung 7:





Zum Schluß noch eine Bemerkung zu dem hier benutzten Programm ‘Euklid’:


‘Euklid’ ist als Shareware-Version verfügbar und läuft unter Windows. Es eignet sich hervorragend auch für sehr komplexe Konstruktionen. ‘Euklid’ wurde und wird von Roland Mechling, Fuchshaldeweg 24a, 77654 Offenburg, Fax: 0781/43268 entwickelt und vertrieben.
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